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экономики
С давних времён люди занимались задачами на разрезания. Можно ли разрезать опреде-
лённую фигуру на какие-то другие (например, на квадраты)? Можно ли из некоторого набора
фигур составить другую заданную фигуру (например, правильный треугольник)? Такими во-
просами люди задавались с незапамятных времён. В этой статье мы докажем один из класси-
ческих результатов в этой области математики — теорему Дена.
Теорема 1 (М. Ден, 1903). Если прямоугольник разрезан на квадраты (не обязательно
равные), то отношение его сторон рационально.
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Рис. 1.
Читатель, конечно, без труда сможет догадаться, как разрезать
прямоугольник с рациональным отношением сторон на квадраты
(см. рис. 1). Содержательным является лишь вопрос невозможности
разрезаний в остальных случаях.
Соглашения. Латинские буквы a, b, c, d и эти же буквы с индек-
сами в этой статье означают рациональные числа. Все числа, которые
можно представить в виде x = a+ b
√
2, будем называть хорошими.
1. Теорема Дена для хороших чисел
Сначала докажем теорему для частного случая, когда стороны
разрезаемого прямоугольника и стороны всех квадратов являются хорошими числами.
Прежде всего рассмотрим пример: прямоугольник 1×
√
2. Решим следующую задачу.
Задача 1. Можно ли прямоугольник 1×
√
2 разрезать на квадраты с рациональными сто-
ронами? А со сторонами, которые либо рациональны, либо имеют вид b
√
2? А со сторонами,
которые являются произвольными хорошими числами?
Решение (написано Л. Алиевой). Ответ: на первые два вопроса — нет. Решение для
третьего вопроса см. в конце статьи.
◭Ответим на первый вопрос. Предположим, что прямоугольник 1×
√
2 разрезан на квад-
раты с рациональными сторонами. Рассмотрим сторону, равную
√
2. Сумма примыкающих к
ней сторон квадратов должна равняться
√
2. Сумма рациональных чисел не может быть равна
иррациональному, следовательно, такое разрезание невозможно.
Ответим на второй вопрос. Предположим, что прямоугольник 1×
√
2 разрезан на квадраты
со сторонами вида a или b
√
2. Его площадь равна
√
2. Площади квадратов имеют вид либо a2,
либо 2b2. Площадь прямоугольника равна сумме площадей квадратов. Получаем противоречие,
так как иррациональное число не может быть равно сумме рациональных. Здесь мы опирались
на аддитивность площади: площадь целого равна сумме площадей частей.◮
Покажем теперь, что прямоугольник 1×
(
1 +
√
2
)
нельзя разрезать на квадраты с хороши-
ми сторонами. Для этого нам понадобится определение сопряжённого числа.
Определение 1. Число s := a− b
√
2 назовём сопряжённым к числу s = a + b
√
2.
Задача 2. Докажите, что сопряжённое к сумме хороших чисел равно сумме сопряжённых,
а сопряжённое к произведению — произведению сопряжённых.
1Автор был частично поддержан грантом президента Российской Федерации MK-6137.2016.1.
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2◭Итак, предположим, что прямоугольник 1×
(
1 +
√
2
)
разрезан на n квадратов со сто-
ронами a1 + b1
√
2, a2 + b2
√
2, . . . , an + bn
√
2. Площадь данного прямоугольника равна сумме
площадей рассматриваемых n квадратов, то есть
1 +
√
2 =
(
a1 + b1
√
2
)2
+
(
a2 + b2
√
2
)2
+ . . .+
(
an + bn
√
2
)2
.
Найдём сопряжённые к обоим частям полученного уравнения. Сопряжённым к числу 1 +
√
2
является число 1−
√
2. По утверждению задачи 2 получаем, что сопряжённым к числу
(
a1 + b1
√
2
)2
+
(
a2 + b2
√
2
)2
+ . . .+
(
an + bn
√
2
)2
является число (
a1 − b1
√
2
)2
+
(
a2 − b2
√
2
)2
+ . . .+
(
an − bn
√
2
)2
.
Получаем, что
1−
√
2 =
(
a1 − b1
√
2
)2
+
(
a2 − b2
√
2
)2
+ . . .+
(
an − bn
√
2
)2
.
Заметим, что 1−
√
2 — число отрицательное, а правая часть тождества — сумма неотрица-
тельных. Получаем противоречие. Значит, прямоугольник 1×
(
1 +
√
2
)
нельзя разрезать на
квадраты с хорошими сторонами.◮
Заметим, что, например, сопряжённое к числу 2 +
√
2 положительно. Поэтому только что ис-
пользованный метод доказательства невозможности разрезания прямоугольника 1×
(
1 +
√
2
)
неприменим для доказательства невозможности разрезания прямоугольника 1×
(
2 +
√
2
)
, а
его тоже нельзя разрезать на квадраты с хорошими сторонами согласно теореме Дена. Обойти
это препятствие можно при помощи следующего обобщения понятия площади.
Определение 2. Пусть x — некоторое действительное число. Назовём x-площадью (или
площадью Гамеля) прямоугольника
(
a+ b
√
2
)× (c+ d√2) число (a+ bx)(c + dx).
Задача 3. Докажите, что обычная площадь прямоугольника
(
a + b
√
2
)× (c+ d√2) и со-
пряжённое к ней число — это одни из его x-площадей. Чему равно x в каждом из случаев?
Задача 4. Найдите все прямоугольники вида
(
a + b
√
2
)× (c+ d√2), x-площади которых
неотрицательны при всех x.
Лемма 1 (аддитивность x -площади). Если прямоугольник разрезан на конечное число
прямоугольников, стороны которых — хорошие числа, то для любого x ∈ R x-площадь разре-
заемого прямоугольника равна сумме x-площадей прямоугольников, на которые он разрезан.
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a+b
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Рис. 2.
Доказательство леммы 1. ◭Нетрудно убедиться, что сум-
ма x-площадей двух прямоугольников со сторонами вида a+ b
√
2
равна x-площади их объединения. Действительно, пусть имеется
прямоугольник с x-площадью S, который состоит из двух прямо-
угольников с x-площадями S1 и S2 (см. рис. 2). Тогда
S1 + S2 = (a + bx)(c1 + d1x) + (a+ bx)(c2 + d2x) =
= (a+ bx)((c1 + c2) + (d1 + d2)x) = S.
2Следующий текст с доказательством невозможности разрезания прямоугольника 1×
(
1 +
√
2
)
на квадраты
написан Л. Алиевой.
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Рис. 3.
Пусть теперь количество прямоугольников в разрезании боль-
ше двух. Продолжим каждый разрез, как показано на рис. 3. Тогда
каждый прямоугольник нового разрезания будет также иметь сто-
роны вида a + b
√
2. Рассмотрим горизонтальные слои из последо-
вательно приложенных друг к другу по общей стороне прямоуголь-
ников (I, II, III на рис. 3). Используя уже доказанное свойство
аддитивности x-площади двух прямоугольников с общей стороной, методом математической ин-
дукции легко доказывается, что x-площадь любого такого слоя равна сумме x-площадей прямо-
угольников, составляющих этот слой. Теперь уже эти слои приложим друг к другу и применим
только что доказанное утверждение об аддитивности x-площади ряда прямоугольников. По-
лучим, что x-площадь разрезаемого прямоугольника равна сумме x-площадей горизонтальных
слоёв. Эта сумма равна сумме x-площадей всех прямоугольников разрезания.◮
Теорема 2 (частный случай теоремы Дена). Прямоугольник с хорошими длинами сто-
рон можно разрезать на квадраты с хорошими длинами сторон тогда и только тогда, когда
отношение его сторон рационально.
Доказательство. ◭Достаточно доказать невозможность разрезания на квадраты прямо-
угольников вида 1×
(
c+ d
√
2
)
, где d 6= 0. Пусть такой прямоугольник разрезан на квадраты
со сторонами вида a + b
√
2. Его x-площадь равна c + dx. Так как d 6= 0, то эта x-площадь от-
рицательна при некотором x. В то же время, x-площадь любого квадрата со стороной a+ b
√
2
равна (a+ bx)2, что неотрицательно для любого x. Получили противоречие с леммой 1: сумма
неотрицательных чисел не может равняться отрицательному.◮
2. Доказательство теоремы Дена в общем случае
Для доказательства теоремы Дена в общем случае определение x-площади нам уже не го-
дится: ведь она определена только для хороших чисел, а теперь у нас в разрезании могут
присутствовать квадраты с какими угодно сторонами (например,
√
3, или pi, или
3
√
2 и так
далее).
Далее в этом разделе мы считаем, что прямоугольник s0 × t0 разрезан на прямоугольники
s1 × t1, s2 × t2, . . . , sN × tN , причём s0 и t0 несоизмеримы.
Лемма 2. Обозначим
P = {s0, t0, s1, t1, . . . , sN , tN}.
Тогда можно выбрать такие числа e1, e2, . . . , en ∈ P , чтобы любое число p ∈ P единственным
образом представлялось в виде
p = as0 + bt0 + a1e1 + a2e2 + . . .+ anen.
1
2 +
√
2
1/3×
√
3
2/3×
√
3
1×(2+
√
2−
√
3)
Рис. 4.
Например, для разрезания на рис. 4, где s0 = 1 и t0 = 2 +
√
2,
необходимо выбрать лишь одно число (либо e1 =
√
3, либо
e1 = 2 +
√
2−
√
3).
Доказательство. ◭Выпишем в строку длины сторон пря-
моугольников разрезания, начиная с s0 и t0. Например, для раз-
резания на рис. 4 получится такая строка:
s0 = 1, t0 = 2 +
√
2, s1 = 1/3, t1 =
√
3, s2 = 2/3, t2 =
√
3, s3 = 1, t3 = 2 +
√
2−
√
3.
3Теперь подчеркнём в этом списке те числа, которые не представляются в виде суммы преды-
дущих с рациональными коэффициентами (сейчас поясним, что это значит). Например, s0 мы
3Дальнейший текст доказательства леммы 2 с незначительными изменениями заимствован из статьи Д.
Фукса «Можно ли из тетраэдра сделать куб?» (Квант №11 (1990), стр. 2–11).
3
подчеркнём (предыдущих чисел вовсе нет). Число t0 мы тоже подчеркнём, так как оно несоиз-
меримо с s0 и, следовательно, не представимо в виде a0s0. Далее, если s1 представляется в виде
a0s0 + b0t0, то s1 не подчёркиваем, а если не представляется, то подчёркиваем. Аналогично, ес-
ли t1 представляется в виде a0s0 + b0t0 + a1s1, то t1 не подчёркиваем, а если не представляется,
то подчёркиваем. И так далее. Например, в нашем случае получится такое:
1, 2 +
√
2, 1/3,
√
3, 2/3,
√
3, 1, 2 +
√
2−
√
3.
Докажем теперь, что всякое число из этого списка единственным образом представляется
как сумма подчёркнутых чисел с рациональными коэффициентами. То, что неподчёркнутое
число представляется нужным образом через подчёркнутые — это по определению так. Под-
чёркнутое тоже представляется: оно равно само себе. Если же такое представление не един-
ственно, то, вычитая одно представление из другого, мы видим, что сумма неких подчёркнутых
чисел с рациональными коэффициентами равна 0. Но это позволяет выразить, опять-таки в ви-
де суммы с рациональными коэффициентами, одно из подчёркнутых чисел через предыдущие
подчёркнутые числа, а значит, мы зря его подчеркнули.
Все подчёркнутые числа, начиная с третьего, и будут искомым набором e1, e2, . . . , ek.◮
Зафиксируем набор чисел s0, t0, e1, e2, . . . , en из леммы 2. Он называется базисом.
Определение 3. Пусть y — некоторое действительное число. Назовём y-площадью прямо-
угольника со сторонами
as0 + bt0 + a1e1 + a2e2 + . . .+ anen и cs0 + dt0 + c1e1 + c2e2 + . . .+ cnen
число (a+ by)(c+ dy).
Обратите внимание, что при хороших несоизмеримых s0 и t0 и y = x это определение не
всегда эквивалентно определению x-площади выше!
Задача 5. Вычислите y-площадь разрезаемого прямоугольника s0 × t0. Является ли она
неотрицательной при всех y?
Лемма 3. Любой квадрат в разрезании прямоугольника s0 × t0 имеет неотрицательную
y-площадь.
Доказательство. ◭Сторона любого квадрата в разрезании прямоугольника s0 × t0 запи-
сывается в виде as0 + bt0 + a1e1 + a2e2 + . . .+ anen. Тогда его y-площадь равна (a + by)
2, что
неотрицательно при любом y ∈ R.◮
Лемма 4. Для любого y y-площадь разрезаемого прямоугольника s0 × t0 равна сумме
y-площадей прямоугольников, на которые он разрезан.
Доказательство леммы 4 дословно повторяет доказательство леммы 1 с той лишь разницей,
что нужно заменить в нём x-площадь на y-площадь, а также заменить все числа вида a+ b
√
2
на соответствующие числа вида as0 + bt0 + a1e1 + a2e2 + . . .+ anen (в том числе, и на рис. 2).
Доказательство теоремы 1. ◭Пусть прямоугольник s0 × t0 разрезан на квадраты, при-
чём s0 и t0 несоизмеримы. По определению его y-площадь равна y. Это число отрицательно
при y < 0. В то же время, y-площадь любого квадрата неотрицательна по лемме 3. Получили
противоречие с леммой 4: сумма неотрицательных чисел не может равняться отрицательному.◮
В заключение отметим, что y-площадь — это не просто олимпиадный трюк, а частный
случай «меры» — важного понятия в математике.
3. Решения некоторых задач4
Решение для третьего вопроса задачи 1. Ответ: нет.
4Написаны Л. Алиевой.
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◭Предположим, что прямоугольник 1×
√
2 разрезан на n квадратов со сторонами
a1 + b1
√
2, a2 + b2
√
2, . . . , an + bn
√
2. Площади квадратов соответственно равны
a21 + 2a1b1
√
2 + 2b21, a
2
2 + 2a2b2
√
2 + 2b22, . . . , a
2
n + 2anbn
√
2 + 2b2n.
Введём обозначения:
A := a21 + a
2
2 + . . .+ a
2
n, B := b
2
1 + b
2
2 + . . .+ b
2
n, C := a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn.
Тогда A, B, C — рациональные числа. Площадь прямоугольника равна сумме площадей квад-
ратов, значит,
√
2 = A + 2C
√
2 +B. Получаем, что
√
2 · (1− 2C) = A+B. Если C = 1/2, то
A = B = 0, значит, a1 = . . . = an = b1 = . . . = bn = 0, что невозможно. Следовательно, обе ча-
сти уравнения можно разделить на 1− 2C. Таким образом,
√
2 = (A+B)/(1− 2C). Получаем
противоречие, так как иррациональное число не может быть равно частному двух рациональ-
ных. Здесь мы вновь опирались на аддитивность площади.◮
Решение задачи 4. Ответ: все прямоугольники с рациональным отношением сторон.
◭Рассмотрим прямоугольник
(
a+ b
√
2
)
×
(
c+ d
√
2
)
. Его x-площадь равна
(a + bx)(c + dx). Мы хотим, чтобы она была неотрицательна, то есть
(a+ bx)(c + dx) > 0⇔ bdx2 + (bc+ ad)x+ ac > 0.
Решением данного неравенства могут быть два луча, отрезок, вся действительная ось Ox или
точка. Нам надо выяснить, когда данный многочлен неотрицателен при любых x. То есть в
каком случае решением неравенства является действительная ось Ox. Если многочлен имеет
два различных корня, то решением является либо отрезок, либо два луча. Следовательно, нас
интересует только тот случай, когда корни многочлена совпадают, то есть x = −a/b = −c/d.
Тогда c+ dx можно представить как k(a+ bx), где
k = c/a = d/b =
c+ dx
a+ bx
, k ∈ Q.
Заметим, что при постоянных a, b, c, d и изменяющихся x коэффициент k — константа. Однако,
в случае отрицательного k, решением неравенства является точка. Докажем, что данный коэф-
фициент всегда положителен. Допустим, что k 6 0. Возьмём x =
√
2. Получаем, что c+d
√
2
a+b
√
2
6 0,
то есть что отношение сторон прямоугольника неположительно, чего быть не может. Следова-
тельно, k всегда неотрицателен, а решением данного неравенства при совпадении корней всегда
является вся действительная ось Ox. Получаем, что x-площадь прямоугольника с хорошими
сторонами неотрицательна при всех x тогда и только тогда, когда отношение сторон этого
прямоугольника рационально.◮
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